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OPPGAVE 1.

(a) Vi utvikler determinanten langs fgrste kolonne og dette gir
det(A) = —1(9 +6s) + 1(s*> — 25) = s> — 85— 9

Vi vet at A er inverterbar nar det(A) # 0. Siden det(A) = 0 for s = 9og s = —1,er 4
inverterbar for s # 9, —1.
(b) Med utgangspunkt i de tre datapunktene definerer vi X ogy ved

1 0 O 1

11 0 2
X: s y:

1 0 -1 -1

11 1 8

Vi regner ut X7 X og X'y, og finner at

42 0 10
XTx=12 2 1], XTy=110
01 2 9

Vi ser at det(X7X) =4 # 0, s& beste tilpasning er gitt ved

Bo 3 —4 2 10 2
1

G| =XTX)(XTy) =7 -4 8 —4|-[10|=]1

B2 2 —4 4 9 4

Altsa er den beste tilpasningen y = 2 + x1 + 4xo.



(a)

(b)

OPPGAVE 2.

Vi velger matrisen A symmetrisk, og far dermed at f(x) = x? Ax + Bx + ¢ der

—2 1 1
A=11 -2 1], B:(4 3 —3), c=8
1 -1 =2

De stasjonzre punktene er gitt ved 0f/0x = 2Ax + BT = 0, og dette gir

—4 2 2 —4
2Ax=-BT =12 -4 —2|x=]| 3
2 -2 —4 3

Vi finner disse ved & lgse det linezre likningssystemet, for eksempel ved hjelp av Gauss-
eliminasjon, og far

T1 3/4
X=lx2| = —1/4
T3 —1/4

Vi regner ut egenverdiene til A for & klassifisere den kvadratiske formen, og far

2 1 1
1 —2-x =1 |[=(2-20N+A+3)—1(-2- A+ D) +1(-1+2+1) =0
1 -1 —2—-A
Dette gir egenverdier
(—2=XMNA+1DHA+3)+2A+1)=0
Vi ser at A = —1 er en egenverdi siden (A + 1) er en felles faktor.

Vi regner ut de andre egenverdiene ved (=2 — A\)(A+3) +2 = 0, som gir —\? =5\ —4 =0, og

dermed

_ 5++25-16 5+3

B —2 )
Alle egenverdier er dermed negative, og A er negativ definit. Det betyr at det stasjonsere
punktet er et (globalt) maksimumspunkt.

A

OPPGAVE 3.

Differensiallikningen v’ 4+ 2y = 6 er bade separabel og linezr, og vi velger & lgse den som en
linezer differensiallikning pa standard form g’ + 2y = 6 med integrerende faktor e?, slik at

(ye?) =6e* = yer=3e"+C = y=3+Ce ¥

Initialbetingelsen y(0) = 2 gir 2 = 3+ C eller C = —1, og lgsningen blir derfor y = 3 — e~ 2,
Differensiallikningen y” — 4y’ + 3y = 0 er andre ordens linezr og homogen, og har lgsning
y = yp. Den karakteristisk likingen er 72 — 47 + 3 = 0, og har lgsning r = 1 og 7 = 3, si den
homogene lgsningen er y;, = Cjef+Coe3. Initialbetingelsene y(0) = 2,3'(0) = 4 gir C1+Cy = 2
og C1 + 3Ce =4, som har lgsning €1 =1 og Cy = 1. Dermed er lgsningen

y=e' + e
2



OPPGAVE 4.

(a) La oss forst regne ut fx(z) for 0 < z <1, som er gitt ved

1
fx(x) = /0 k(z® 4+ 9°) dy = k [2°y + y4/4](1) = k(23 +1/4)

Konstanten k mé oppfylle likningen

1
/O Fx(@) de =k [a/4 +2/4] ) = k(1/2) = 1

Dette gir at k = 2. Dermed er fx(z) = 223+ 1/2 = 1/2(423 + 1).
(b) Vi regner ut E(X) og E(X?) ved & bruke fx(z):

E(X):/lex(:n) dx:/1(4m4—|—x)/2 de =1/2 [4x5/5+x2/2](1):1/2(4/5—1—1/2):13/2()
0 0
0g
2_12 —1355902 = 28 3 T _
E(X)_/O xfx(x)dx—/o(él +27)/2 dz = 1/2 [42°/6 + 2° /3], = 1/2

Dette gir Var(X) = 1/2 — (13/20)2 = (200 — 169)/400 = 31,/400.
(¢) Viregner ut E(XY) ved & bruke f(z,y):

1,1 1,1
E(XY)= / / zyf(x,y) dydex = 2/ / oty + zy* dyda
0o Jo 0o Jo

Vi har indre integral
/01 oty + zytdy = [21y?/2 + xy5/5h1) =212 4 2/5
Dette gir
B(XY) = 2/01 #*/2 + x/5de = 2 [2°/10 + 2°/10], = 4/10 = 2/5

Dermed er Cov(X,Y) = E(XY)—-E(X)E(Y) =2/5—(13/20)-(13/20) = (160 — 169)/400 =
—9/400 siden E(X) = E(Y) ved symmetri.

(d) Hvis X og Y er uavhengige stokastiske variable, sa er Cov(X,Y’) = 0 og dette er ikke tilfellet.
Dermed er X og Y ikke uavhengige.

OPPGAVE b.

(a) Sannsynlighet for z feil i System A og y i B i lgpet av en uke er gitt ved
_ _ _ 1.4*1.1Y
flz,y) =e 141.4% /2! e 11119 /gyl = 725 e

Sannsynlighet for 2 feil i System A og 11 B i lgpet av en uke blir dermed
1.4%1.11
TR

siden X og Y er uavhengige og Poisson-fordelte. Sannsynligheten for at det oppstéar minst en
feil er

f(2,1) =e 2P =0.0885

1—£(0,0)=1—e2520.918
(b) Sannsynligheten for at det oppstar 4 feil i lgpet av en uke er gitt ved

f(074>+f(173)+f(272)+f(371)+f(4ﬂ0):

25 (1.14 N 1.4-1.13 N 1.4%1.12 N 143 1.1 N 1.4* 0.134
e T = 0.
24 6 4 6 24




()

Vi har at p(X + Y = n) kan uttrykkes som

n

FOm) + F(Ln=1)+ -+ f(n,0) = Zf = e AL

I(n — 2)!
par il(n —1)!

Vi setter Z = X 4+ Y. Dette betyr at sannsynhgheten

142 1')"LZ
p(Z =n) o Zz'n—z

Vi vil forsgke & vise at Z er Poisson-fordelt med parameter Az = 2.5. Vi bruker Poisson
fordelingen, og ser at vi mé vise at

25 1.471
7 025 . 25
p(Z=n)= Zl,n_z

1n1

Med andre ord, vi mé vise at
2.5" - 14117 ) PR
:Z & 25 2272‘( 1.4'1.1

| (n — 1)! _
n! par il(n —1i)! — il(n i)!

Men binomial-formelen sier at
n

n
n . . nl .
25" =(14+1.1)" = 1.41.1"" = — . 14'1.1™7
(L4+1.1) Z (z) Z il (n —1)!
=0 1=0
og dermed har vi vist at Z = X 4+ Y er Poisson-fordelt med Az = 2.5.

OPPGAVE 6.

Vi har F' = In(6 — 2y + 29) og dette gir partiell-deriverte
/ —2 / 2
by = 6 — 2y + 2y’ by = 6 — 2y + 2y
Dermed er Euler-likningen for problemet gitt ved
) 49 — 4ij
6—2y—+2y (6—2y+27)2
Etter at vi forenkler likningen, far vi 4y — 8y + 4y = 12. Den karakteristiske likningen er
472 —8r +4 = 0 med dobbelrot r = 1, og dermed er den generelle lgsningen av Euler-likningen
gitt ved y = yp + yp = (C1 + Cat)e + 3. Initialbetingelsene y(0) = —3 og y(3) = 3 + 18¢3 gir
at C1 +3 = =3, eller C; = —6, og (—6 + 3C3)e3 + 3 = 3 + 18¢?, eller Cy = 8. Dette betyr at
lgsningen y* = (—6 + 8t)e’ + 3 tilfredsstiller Euler-likningen og initialbetingelsene.
Vi har andre orden partiellderiverte gitt ved

A S . S . S
W 6—2y 297 W (6-2y+29) W (6-2y+29)°
Vi har dermed Fy,, Fy, <0 for all (y,9), and
/" 1/ "N\2 __
Fyy - Fiy — (Fyg)” =0

og F er derfor konkav i (y, 7). Dette betyr at y* gir et maksimum i variasjonsproblemet.

=0 o —2(6—2y+2y) — (45 —4§) =0
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