Institutt for Samfunnsgkonomi

2 HAnDELSHOYSKOLEN Kontinuasjon
Lgsninger i: ELE 37191 Matematikk valgfag
Eksamensdato: 28.11.2011, 14:00 - 19:00

Tillatte hjelpemidler: Alle hjelpemidler +

Eksamenskalkulator: TEXAS INSTRUMENTS BA Il Plus™

Innfgringsark: Ruter

Totalt antall sider: 4

(a)
(b)

OPPGAVE 1.
Viharat P(X <Y)=P(X =1,Y =2)+ P(X =1,Y =3)+ P(X =2,Y = 3) = 0.45.
Viharat P(Y =1) =0.45, P(Y =2) =0.30, P(Y = 3) = 0.25. Dermed far vi
E[Y"] =1"-0.45+2"-0.30 + 3" - 0.25

Dette gir E[Y] = 1.80 og E[Y?]

Var[Y] = E[Y?] — E[Y]* = 3.90 — 1.80° = 0.66
Vi har Cov[X,Y]| = E[XY] — E[X]E[Y], og vi ser at

E[X]=1-0.60+2-0.40 = 1.40

3.90, og dermed er

og at
EXY]=1-020+2-(0.20+0.25)+3-0.20+4-0.10+6-0.05 = 2.4
Dermed er Cov[X,Y] =24 —1.8-1.4 = —0.12. Variablene ikke uavhengige.

OPPGAVE 2.
Vi regner ut fx(z) nar 0 < x <1 ved integrasjon:
) = [ K =20y i) ay = k [y g 4 g7 3]y = KGE —x+1/3)
Siden f er en s(;nnsynlighetstetthet, mé vi ha
/01 k(2 —z+1/3)dz =k [2°/3 — 2*/2 + m/3](1) =k(1/3-1/2+1/3)=k/6=1
Det fglger at k = 6. (Vi har at f(z,y) = k(z? — 22y + %) = k(z —y)? > 0, s34 k = 6 gjor f til
en sannsynlighetstetthet.)

Vi regner ut den kumulative fordelingen F(a,b) = P(X < a,Y <b)for0<a<log0<b<1
ved & regne ut integralet

a rb
P(X<a,Y <b) = / / 622 — 122y + 6y dydx
0 0

= / 622 [y)} — 12 [y2/2] + [2¢°]; dz = / 622b — 62b° + 2b° dr
0 0
= [2:c3b — 322 + 2b3x}g = 2a%b — 3a%b? + 2ab3



(¢) Vi bruker fx(x) = 622 — 6x + 2 og regner ut E[X]:

1
1
E[X]:/ x(6x2—6x+2)dx:{63:4—3:02—%233] :3—3+2=f
0 4 0 2 2
For & finne Var[X] regner vi forst ut F[X?]:
1 1
6 6 2 6 6 2 11
E[X? = 2(62? — Ndr = |2 — -2t + 223 = ——4Z=_—
[X~] /090(690 62 + 2) dz [535 28 T3 75 13730

Dermed er
2
Var[X] = E[X?] - B[X]? = & <1) _ T

(d) Viregner ut E[XY] ved integrasjon:

E[XY] = //:cy (622 — 122y + 61> dydx—// (62%y — 122%9° 4 62y>) dydx

1 1 1 3
62> { 2} — 1222 [y?’] + 6z [y‘l} do = / <3 — 422 + JJ) dx
/0 2 0 3 4 0 0 2
4 '
:[3x4—x3+3 2] _

4 30 Tyt 6

0

Dette gir Cov(X,Y) = E[XY] - EIX]E[Y] = + — (})® = —& siden E[Y] = E[X] ved
symmetri.
(e) Vi har at

1 1/2
P(X >1/2,Y <1/2) = / / 622 — 12zy + 6y* dydx
1/2

1
_ / 622 [y]}/% — 125 [y2/2) 2 + [20°] 1 da
1/2

= 1 _ — -) (- — — _
( 4 + 4) (8 16 + 8) 16
Alternativt kan man bruke at sannsynligheten er gitt ved F'(1,1/2) — F(1/2,1/2) og bruke
uttrykket for F'(a,b) fra oppgave b).

OPPGAVE 3.

(a) Vektorene {vi,va,vs3,va} er linegert avhengige hvis og bare hvis minst en av vektorene kan
skrives som en lineser-kombinasjon av de tre andre. Vi forsgker & skrive vq4 = c1vi+cave+c3vs:

-2 1 0 -2 -2 1 0 -2 cl
4 =c1 |0] +co 1 + c3 1 = 4 =10 1 1 Co
3 3 -1 7 3 3 -1 7 c3
Siden koeflisientmatrisen har determinant
1 0 =2
0 1 1=1(74+1)+30+2)=14#0
3 -1 7

s& har likningssystemet en lgsning, og dermed er vektorene {vi, vy, v3, vy} linesert avhengige.
(b) Regningen i oppgave a) viser at {vi,va,v3} er linezert uavhengige: Siden determinanten i a)
er ulik null, har likningen 0 = ¢; v + cava 4 c3vs kun lgsningen ¢y = co = ¢c3 = 0.
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(a)

(a)

OPPGAVE 4.

Vi vet at A = 2 er egenverdi for A hvis og bare hvis det(A —2I) = 0. Vi regner ut det(A4 — 21):
4-2 -1 6 2 -1 6
2 1-2 6 |=12 -1 6|=0
2 -1 8-2 2 -1 6

siden alle radene i matrisen er like. Dette viser at A = 2 er en egenverdi for A.
Vi regner ut det karakteristiske polynomet det(A — AI):

4—-1 -1 6
2 1-=X 6 |=@A-NN=9A+14) —2(=1(8 =N\ +6) +2(—6 —6(1 — \))
2 -1 8-

Vi vet at A — 2 er en faktor i det karakteristiske polynomet, og vi forsgker derfor a forenkle og
faktorisere polynomet:

A=A A=2)A=T7)—2A—2)+12A—-2)=(A—=2)[4 = N(A—=T7) —2+12]
De andre egenverdiene er derfor gitt ved
4-=NA=7)—2+12=0 < XN 4+11A-18=0
Dette gir A =2 and A = 9. Dermed er alle egenverdiene for A gitt ved
M=2 d2=2 A3=9
og det(A) = A\ A3 = 22 -9 = 36.

OPPGAVE 5.

Differensiallikningen y” 4+ 8y’ + 16y = 32 er linezr av andre orden, og har lgsning y = yp, + yp.
Vi finner fgrst y;, ved & lgse den homogene likningen 3" + 8y’ + 16y = 0. Den karakteristiske
likningen er

P +8r+16=0 & r=-4,-4
Dette gir yp, = Cre~* + Cate™!. Vi finner s& en partikuler lgsning pa formen y, = A med A
konstant, som gir

16A=32 & A=2

Dermed er den generelle lgsningen gitt ved y = C1e™ 4t + Cate 4t + 2.
Differensiallikningen t?y’ + 2ty = te~" er linezer, og vi ser at venstresiden er (t2y)’. Dermed far
vi

2y = /t@t dt =t(—e ™) — / 1-(—eN)dt=—~te"—e"+C

Dette gir
—t—1+ Ce*
T tZet
OPPGAVE 6.
Vi bruker F(t,y,9) = (83 + 62592)e= %08 og regner ut de partiell-deriverte:

F) =16y -e % F; = 12505 - e %%
Euler-likningen blir da:
d _ . -
F) - %Fé =16y - e %98 — 1250(jj - 008 4 e 0085(_0.08)) = 0
Division med e~%0% £ ( gir likningen
16y — 1250(j — 0.08y) =0 <« 4§ —0.08y —0.0128y =0
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(b) Vi lgser Euler-likningen ¢ —0.08y —0.0128y = 0 med initialbetingelsene 3(0) = 1 og y(25) = e*.
Differensiallikningen har karakteristiske rgtter
r* —0.08r —0.0128=0 <« r=0.16,—0.08
Dermed er den generelle lgsningen y = C1e%16! + Cye=908¢ Initialbetingelsene er C; + Cy = 1
og Cret 4+ Cre ™2 = ¢e* og viser at C; = 1 og Cy = 0 er lgsning. Dermed far vi y = e%1%. Siden
F(t,y,7) er en konveks funksjon i variablene y og ¥, s& lgser y = %16 minimumsproblemet.
Den minimale verdien av integralet blir dermed

25 25
/ (8y* + 6257%)e 0 dt = / (8- €™ 4625 - 0.16%"3 ) 008 gt
0 0

siden ¢ = €%160 . 0.16 = 0.16e%15, Dette integralet regner vi ut:

25

1

/ (8 +16)e* dt = 24@(66 —1) =100(e® — 1) ~ 40, 243
0 .
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